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Tensorial Chemical Potentials — a Necessary Extension of Gibbs’ Thermodynamics

In a system with a non spherically symmetric pressure tensor, the chemical potential of at least
one substance in the system has to be a tensor of the same character as the pressure. The necessary
generalization of Gibbs’ fundamental equations of thermodynamics is presented. Being already of
consequence for equilibrium, this extension is more important for non-equilibrium thermodynamics,
in particular for the proper thermodynamic formulation of general relaxation phenomena. Reasons
are given why the distinction between dynamic and thermodynamic pressure, originating from the
incomplete formulation of customary thermodynamics, is erroneous. Finally a tensorial temperature
is introduced which can exist under extreme non-equilibrium conditions, e.g. shock waves.

Eine frither mitgeteilte Erweiterung! der Gibbs-
schen Thermodynamik, gekennzeichnet durch Ein-
fiithrung tensorieller chemischer Potentiale und einer
tensoriellen Temperatur, soll ausfiihrlicher diskutiert
werden.

Einleitende Betrachtung

Die phanomenologische Thermodynamik ist ein
Zweig der klassischen Feldtheorie. Fiir eine allge-
meinere Diskussion sind daher die in den thermo-
dynamischen Grundgleichungen verkniipften Groflen
als Funktionen von Ort und Zeit aufzufassen. Im
folgenden wird stets vorausgesetzt, daf alle thermo-
dynamischen Grundgréfen auch im Ungleichgewicht
eindeutig definiert sind. (Einen anderen Standpunkt
vertritt Meixner 2.)

Da der physikalische Sachverhalt besonders durch-
sichtig in Lagrangescher Beschreibung des Feldge-
schehens (Darstellung in materiellen Koordinaten)
zum Ausdruck kommt, sei die Gibbssche Grundglei-
chung der Thermodynamik in diese Form gebracht.
Dies geschieht zunéchst fiir den Fall, dal nur kugel-
symmetrische Groflen auftreten. Anschliefend wird
dann parallel dazu der allgemeinere Sachverhalt —
d. h. Vorhandensein nicht kugelsymmetrisch entarte-
ter tensorieller Groflen — entwickelt.

Die Gibbssche Grundgleichung, formuliert in ma-
teriellen Anderungsgeschwindigkeiten der Dichten,
lautet
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d/dt steht, wie iiblich, als Kurzform fiir die materielle
Zeitableitung (3/3t)g mit R=R(r,t), dem Orts-
vektor eines materiellen Punktes im Bezugssystem).
R habe die Komponenten XX, der Ortsvektor 7=
r(R,t) die Komponenten z*. Kleine Buchstaben
u, s, n, bezeichnen die Dichten der inneren Energie
U, der Entropie S, der Molzahl N, des Stoffes a.
T ist die absolute Temperatur, u, das chemische
Potential des Stoffes a.

Multipliziert man Gl. (1) mit der Funktionaldeter-
minante der Deformation r=71(R), J= I 2i[dXK],
so ergibt sich nach kurzer Umformung

d(ul) , d(sJ]) dJ
35 = 0 +@—-Ts—=2n, ) T
_}_z%ﬂ’&_ (2)

! de
Mit der Gibbsschen Gleichung

u=Ts—P+2n,u, (3)
(P bedeutet den Druck) geht Gl. (2) iiber in
d@l) _pd(sh) _,dI d(n.J)
dt =¥ de - de +2 e e (4)

Das ist die Gibbssche Grundgleichung in Lagrange-
scher Form. Diese sei noch in eine andere Fassung
gebracht.

Die Bilanzgleichung fiir die Molzahldichten 3 lau-
tet

dn, ot 3k
de "3k ek e
mit juk =N, (va _vk) (5)
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Darin bedeuten: v lokale Schwerpunktgeschwindig-
keit, v, Geschwindigkeit, j, Diffusionsgeschwindig-
keit, 7, Erzeugungsgeschwindigkeit pro Volumenein-
heit des Stoffes a. In der Komponentendarstellung
sind die Tensorindizes zur deutlichen Unterscheidung
vom Stoffindex a stets hochgestellt, zeigen also nicht
etwa kontravariantes Verhalten an; der Betrachtung
ist durchgehend ein orthogonales cartesisches Koor-
dinatensystem zugrundegelegt. Fiir die Tensorindizes
soll die Summenkonvention gelten; Summenzeichen
beziehen sich demnach immer auf den Stoffindex a.

Nach Multiplikation mit J unter Benutzung der
bekannten Beziehung

dJ/de =] (3v*/3F) (6)
148t sich Gl. (5) folgendermaflen schreiben
d(n.J) [dt= —J (3jF[3z* —7,) . (7)
Mit Gl. (7) geht Gl. (4) iiber in
d(s d .
don 7 300 _p 3, (8 n).
(8)

In einem System ohne Diffusion und chemische
Reaktionen verschwindet das letzte Glied in Glei-
chung (8).

Die Thermodynamik
der allgemeinen Deformation

Vom Standpunkt des unbefangenen Betrachters
aus liegt die Frage nahe: Warum sollte von den
wesentlichen thermodynamischen Intensitdtsgroflen
nur der Druck Tensorcharakter haben und nicht auch
die chemischen Potentiale und die Temperatur? In
dieselbe Richtung weist die Fragestellung: Was wird
aus Gl. (3), wenn der Druck im betrachteten System
durch einen nicht-kugelsymmetrischen Tensor darge-
stellt wird?

Multipliziert man Gl.
(Svi/2F) 6 (6% Kronecker-Symbol) umformen zu

(10) mit J, so ldBt sich diese unter Benutzung von Gl.

Tensorielle Chemische Potentiale

Mehr physikalisch formuliert bedeutet dies: War-
um sollte sich bei einer (nicht-kugelsymmetrischen)
Deformation eines Systems die Unsymmetrie nur in
dem zum Deformationstensor konjugierten Druckten-
sor niederschlagen? Findet doch bei einem solchen
Prozel} eine unsymmetrische Stoffverschiebung statt,
die sich entsprechend in den GréBen, die den stoff-
lichen Anderungen konjugiert sind, d. h. in den che-
mischen Potentialen bemerkbar machen sollte. (Die
entsprechende Frage hinsichtlich einer unsymmetri-
schen Entropieverschiebung und ihrer Auswirkung
auf die konjugierte Grofe, die Temperatur, — nur
in extremen Ungleichgewichtssystemen von Bedeu-
tung —, wird im letzten Abschnitt dieser Arbeit be-
handelt.)

Sind aber die chemischen Potentiale Tensoren, so
stellt sich sogleich die weitere Frage: Welcher tenso-
rielle Ausdruck muf} dann an die Stelle der differen-
tiellen Konzentrationsinderungen dn,/d¢ im letzten
Glied von Gl. (1) treten?

Fallit man Gl. (5) als Spur eines allgemeineren
tensoriellen Ausdrucks auf, gemaf}
Oe ik vt Oja
B T T E o T )
so ergibe sich als Verallgemeinerung von Gl. (1)
du ds o 06
5 =T 1 +3 ——67 . (10)

Die weitere Diskussion soll zeigen, daB diese An-
nahme zu verniinftigen Konsequenzen fithrt und
offenbar eine notwendige Verallgemeinerung der
Thermodynamik allgemein deformierter Systeme dar-
stellt 4.

Zunichst ist zu beachten, daB im Gegensatz zur
Teilchenzahldichte n, die in Gl. (9) eingefiihrte
GroBe &, keine ZustandsgroBe ist (deshalb das Dif-

ferentialzeichen 0).

(6) mit Jvi/3zi=

d@l) . d(s]) & -y i (3ia" ik

o o7 g =T s Sy Sl —I S (s - ). ()

Setzt man nun im zweiten Glied der rechten Seite unter Beriicksichtigung der Umrechnung
von Gl. (11) parallel zum Verfahren bei Gl. (2) it 3XT d(3z/3XY)
2 ; ; ik s [ BitiasallC.
(w—Ts)0% — X n, 1% = — Pk az) IPiar =P er T g

mit P* Komponenten des Drucktensors — die Recht- I d(3=/3XY). 13)
fertigung wird sich sogleich ergeben — so resultiert h de (
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(I't = ] P**(3X"/3z"%), Komponente des Piolaschen Doppelvektors ) aus Gl. (11)
d(@l) . d(s)) i 4(327/3X%) ik (% ik)
B = g o dt —2u g ) (14)

d. h. eine verallgemeinerte Gleichung (8).

Ohne Diffusion und Relaxation — Verschwinden
des letzten Glieds in' Gl. (14) — geht diese in die
bekannte thermodynamische Gleichung fiir die De-
formation eines Festkorpers iiber, die von Gibbs ¢
ausfiihrlich diskutiert worden ist.

Gleichung (12) ist damit gerechtfertigt. Sie stellt
die gesuchte Verallgemeinerung der Gibbsschen Gl.
(3) fiir Systeme mit nicht-kugelsymmetrischem
Drucktensor dar.

Im Zusammenhang mit Gl. (14) sei noch ange-
merkt: Wenn in einem Festkorper ein Stoff g dif-
fundiert, der ein nicht-kugelsymmetrisches chemi-
sches Potential besitzt, so ist mit dieser Beweglich-
keit notwendig Relaxation verbunden, d. h. es muf}
mindestens gelten 773 = % 715 6% (mit 75 =157).

Vor Diskussion der Konsequenzen einer so verall-
gemeinerten Thermodynamik ist ein historischer Hin-
weis auf erste Anhaltspunkte fiir die Existenz tenso-
rieller chemischer Potentiale von Interesse.

Historische Bemerkung

Man denke sich Gl. (12) auf ein Hauptachsen-
system transformiert (wobei vorausgesetzt ist, daf}
es sich um symmetrische Tensoren handelt). Dann
folgt fiir ein homogenes Einstoffsystem vom Volu-
men V

U-TS+PV=Ny mit i:1,2,3. (15)
Diese Gleichung findet man bereits bei Gibbs?

(mit anderer Bezeichnungsweise und dem unwesent-
lichen Unterschied, dal die chemischen Potentiale
bei Gibbs auf die Masseneinheit bezogen sind).
Gibbs erhielt sie bei der Gleichgewichtsdiskussion
fiir einen beliebig, d. h. mit scherendem Anteil,
homogen deformierten Festkorper, der mit fluiden
Phasen — Flissigkeit oder Dampf — in Beriihrung
sein soll. Er denkt sich dabei den Festkorper senk-
recht zu den Hauptachsenrichtungen des Drucks ge-
schnitten und zeigt dann, daf} jede der drei (physi-
kalisch verschiedenen) Flichen i mit einer fluiden
Phase i im metastabilen Gleichgewicht stehen kann.
Dazu miissen die mit den Einzelflichen in Kontakt
stehenden, unterschiedlichen fluiden Bereiche natiir-
lich gegeneinander abgegrenzt sein. Den Druckzu-

stand im festen Korper kann man sich experimentell
dadurch erzeugt denken, daf} eine inerte Flissigkeit
mit jeweils verschiedenem Druck in den gegeneinan-
der abgegrenzten Bereichen auf die Kristallflichen
wirkt.

In der Gibbsschen Diskussion ergibt sich die linke
Seite der Gl. (15) (mit dem Druckglied) aus den
Eigenschaften des Festkorpers, wihrend die chemi-
schen Potentiale der rechten Seite von der Festkor-
persubstanz in den einzelnen fluiden Phasen her-
rithren.

Es ist nun erstaunlich, daB Gibbs, der doch einer-
seits die moderne Thermodynamik geschaffen und
andererseits bahnbrechend fiir die Entwicklung der
Vektor- und Tensorrechnung gewirkt hat, an dieser
Stelle stehen bleibt und nicht weiter schlieBt: die
chemischen Potentiale in Gl. (15) miissen gleich-
zeitig auch den Festkorper charakterisieren und da-
mit Tensoren von gleicher Art sein wie der Druck
im Festkorper.

Diskussion der verallgemeinerten Gibbsschen
Grundgleichungen

D V bezeichne ein infinitesimales Volumenelement
und D Y den darin enthaltenen Inhalt der extensiven

GroBle Y. Dann gilt bekanntlich
DY-3%,DN, (16)

mit g?a = (D Y/3D N,)1.p ,nNs + DNa als partiell
molarem Wert von Y fiir den Stoff a. Da fiir die
Dichte y =D Y/DV gilt, liBt sich Gl. (12) unter

Benutzung von (16) in die Form

3 { (i — T 5,)0% + v, P* — u*}DN,=0
bringen (mit &, S,, 0, als partiell molarer innerer
Energie, Entropie und partiell molarem Volumen).

Wegen der Unabhingigkeit der D N, ist diese
Gleichung allgemein nur erfillbar mit

(Gg—T5,) 0% + v, P¥—uik=0. (17)

Aus Gl. (12) 148t sich unmittelbar ablesen: Immer
dann, wenn der Druck in einem System durch einen
nicht-kugelsymmetrischen Tensor dargestellt wird,
mufl auch mindestens eines der chemischen Poten-
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tiale der im System vorhandenen Stoffe Tensor-
charakter gleicher Art haben. Enthilt also z. B. der
Drucktensor einen antisymmetrischen Anteil gemaf3
Pk =} (Pik 4 Pki) 4 3 (Pk — P*), d. h. liegt der so-
genannte polare Fall vor, so gilt dies auch fiir min-
destens einen chemischen Potentialtensor im System.
Gl. (17) ergénzt diese Aussage:

In einem System mit nicht-kugelsymmetrischem
Drucktensor haben alle nicht-kugelsymmetrischen
chemischen Potentialtensoren dieselben Hauptachsen-
richtungen wie der Drucktensor. Entsprechendes gilt
fiir die Achsen etwa vorhandener asymmetrischer
Tensoranteile.

Fiir die iibrigen Stoffe mit kugelsymmetrischem
chemischem Potentialtensor reduziert sich Gl. (17)
auf

ﬁﬂ—T.?ﬁ-}-ﬁ;lg—/lB:O mit FE%P“.

Um MiBverstiandnissen vorzubeugen sei noch be-
merkt, daf} sich die Symmetrieeigenschaften von

Kristallen in den thermodynamischen Grundgleichun-
gen nur indirekt auf dem Wege iiber die zugehori-

Chemische Potentiale

Bildet man die Tensorspur von Gl.

gibt sich

(17), so er-

lg=T5,—Pv,+ fi, mit fi, =% u,t. (18)
Fiir die durch das Zeichen ° gekennzeichneten

spurfreien Tensoranteile folgt aus Gl. (17)
figk =3, Pik. (19)

Fiir die Deformation ohne Diffusion und Relaxa-
tion 1aft sich Gl. (10) unter Benutzung von (9) und
der Umformung

Qv _ OXL d(3x/3XL)
QzF  Qzk dt
in Differentialform schreiben
aXL o
du=Tds—Xn, u —a—’" d(aXL) (20)

Weil in diesem Falle u=u(s, 9r/CR) gilt und u
nur implizite iiber s und Sr/OR von Zeit und Ort
abhingt, folgt, da} sich Gl. (20) auch mit lokalen
Zeitableitungen schreiben 1dt und daf} ferner gilt

gen Materialgleichungen (thermische Zustandsglei- 7au 7 78577 S ik aﬁ o(axl/aXL) 21)
chungen usw.) bemerkbar machen. Oz’ Qz" Mo lla™ 5 ok Qa )
Aus Gl. (12) und (20) folgt die verallgemeinerte Gibbs-Duhem-Gleichung
3 ° L DNah
sdT 8% — AP 4 S n, dp,f* + (87 Prn _ pik gmn) % d (;’QL ) =0, (22)
L m S1Es .
wobei die Beziehung dn,= —n, L ( . )(3""’ auag giltipen Beaelury
. Sz "\ QXL SYTOT
. XL m _ 2 A — ° nidd
benutzt, 2 n, i, 0% 0" 3 d (%) addiert und  dita= —35.dT +v, {dP—P""' A d (a}L )} .

subtrahiert, und die Gl. (16) und (19) verwendet
worden sind.

Spurbildung in Gl. (22) fihrt zu

— L n
sdT —dP + Sn,djg, +Pm %)L d(g;) 0.
(22 a)
Von Gl. (22a) kommt man mit Gl. (16) und

unter Benutzung der zu Gl. (17) fiihrenden Schluf}-
weise zu der fiir gegebene stoffliche Zusammenset-

oT
g

Pk Qu, ¥

- »a‘ . +H n, 87 — 4 (61’1{ ﬁmn PI/) 6mn)

(22b)

Zur Beriicksichtigung der Konzentrationsabhingig-
keit der g, ist auf der rechten Seite der Gl. (22b)
dys (mit yg

noch der AusdruckZ(%>
ayﬂ TPy 2%+Ys
dem Molenbruch des Stoffes f; 2'yz=1) hinzuzu-

fiigen. Die so erginzte Gl. (22b) ist zusammen mit
Gl. (19) fiir die Anwendung auf konkrete Systeme
(ohne Relaxation und Diffusion) wesentlich.

Wegen Gl. (21) gilt auch

aXL 3 (ax"’/aXL)

— By =0

(23)

sowie die daraus durch Verjiingung (r =k) folgende Beziehung.
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Aus Gl. (10) und (12) gewinnt man nach entsprechenden Zwischenrechnungen

ar ., dP*
356 - +2n,

du®

dt

8 (aik I;mn _ i)ik 6mn) {

Systeme mit gegeniiber der Deformationsgeschwin-
digkeit hinreichend rascher Relaxation der tensoriel-
len Glieder (siehe das Kapitel: Thermodynamik der
Relaxationserscheinungen) stellen ebenfalls einen
einfachen Grenzfall dar. Weil unter diesen Umstén-
den die d¢,%/0t vernachlissigbar kleine Werte anneh-
men,oreduziert sich das letzte Glied von Gl. (24)

auf: P* 3 9,(dn,/dt). In Gl. (10) lautet fiir diesen
Fall das letzte Glied: 2 ji,(dn,/dt), wihrend G
(12) unverdndert bleibt. An die Stelle von Gl.
(22b) tritt unter Beriicksichtigung der Konzentra-
tionsabhédngigkeit

djiy= —5.dT + 5, dP + = (%

d
ayﬁ Ys

(22¢)
Die aus Gl. (12) folgende Gl. (19) bleibt erhalten.

)T,T,zu#ya

Gleichgewichtsdiskussion

In diesem Zusammenhang ist das Verhalten der
TensorgroBlen bei Gleichgewichtseinstellung von
Interesse. Es sei daher ein System mit gegebener
Temperatur, gegebenen Molzahlen, ohne chemische
Reaktion, mit festem Volumen vorausgesetzt. Unter
diesen Umstdanden hat die freie Energie F (mit
Dichte /) Potentialeigenschaften. Es gilt

SF=0[fdV=[ofdV=0
|4 14

mit den Nebenbedingungen
ONy=0 [n,dV = [ n,dV = [ 6" S, AV =0 .
14 v v

Gemill der Lagrangeschen Multiplikatormethode
mit den Multiplikatoren 4, folgt, wenn df gemil} der
entsprechend transformierten Gl. (10) eingesetzt wird

3 (u* — 1y 0%) e,k = 0.
Daraus ergibt sich wegen der Unabhéngigkeit der
Se ik

1 * =12, 0%, (25)

d. h. im ungehemmten Gleichgewichtszustand sind

alle chemischen Potentialtensoren kugelsymmetrisch.

Aus Gl. (12) folgt dann, daB auch der Druck

kugelsymmetrisch sein muBl. Ideales scherelastisches

oX™ d(3"/oXY) o= (?iafi
Sa” de

e35, (T —aml 0. (20
X

Verhalten stellt demnach — wie ja auch qualitativ
zu erwarten — einen eingefrorenen Zustand dar.

DaB diese Gleichgewichtsaussage nicht trivial ist,
zeigen die folgenden Beispiele.

Die Bedingung kugelsymmetrischen Drucks im
Falle ungehemmten Gleichgewichts gestattet z. B.
einen direkten Zugang zur Aussage iiber die Gleich-
gewichtsform eines Kristalls: Bei einem Gleichge-
wichtskristall miissen sich die verschiedenen Kristall-
flichen unter solchen Winkeln schneiden, dal die
Wirkung der (fiir die verschiedenen Flidchen unter-
schiedlichen) Oberflichenspannungen im Kristall-
inneren gerade einen kugelsymmetrischen Druck er-
zeugt. Rein geometrische Uberlegungen fiihren dann
zu den sogenannten Gibbs-Wulffschen Gleichungen.
Der verhiltnisméflig komplizierte grenzflachenther-
modynamische Weg & zu diesen Gleichungen ist also
nicht notig.

Ferner folgt, dal die auf Bakker zuriickgehende
Aussage iiber die Druckverhiltnisse in einer Gleich-
gewichtsgrenzschicht zwischen zwei fluiden Phasen
unrichtig ist. Nach Bakker (und alle spateren Auto-
ren? folgen ihm darin) wird némlich der Druck in
der Gleichgewichtsgrenzschicht durch einen zur
Grenzflachennormalen (z-Koordinate) zylindersym-
metrischen Drucktensor dargestellt, dessen Kompo-
nenten parallel zur Grenzschicht von z abhingen,
wihrend die Komponente in z-Richtung (bei ebener
Grenzschicht) den ortsunabhiangigen Wert des Drucks
in den homogenen Phasen besitzen soll. Dies wider-
spricht gemaf} obiger Diskussion den Bedingungen
ungehemmten Gleichgewichts; d. h. auch in einer
Phasengrenzschicht ist der (ortsabhiangige) Druck
kugelsymmetrisch. Aus dieser Tatsache folgt, da} die
Grundgleichungen der Gibbsschen Grenzflachenther-
modynamik unvollstindig sind 1°.

Zwischen den Grenzfillen, einerseits ideal elasti-
schem Verhalten eines Mehrstoff-Festkorpers, bei
dem im scherenden Deformationszustand alle chemi-
schen Potentiale der vorhandenen Stoffe nicht-kugel-
symmetrische Tensoren sind, und andererseits dem
ungehemmten Gleichgewichtszustand — alle chemi-
schen Potentiale kugelsymmetrisch — liegt der Fall,
bei dem im Gleichgewicht nicht alle chemischen Po-
tentiale kugelsymmetrisch sind. Festkorper, die Fliis-
sigkeiten oder Gase absorbieren, stellen ein Beispiel
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dieser Art dar, z. B. das System Wasserstoff/Palla-
dium.

Die Festkorpereigenschaft ist dabei bekanntlich
durch das elastisch verformbare Palladiumgitter ge-
geben, in das sich als Quasifliissigkeit Wasserstoff
einlagern kann. Aus dem Vorhandensein eines Ab-
sorptionsgleichgewichts fiir Wasserstoff im verform-
ten Palladium folgt, daB8 das chemische Potential des
Wasserstoffs im Gleichgewicht iiberall im System
denselben kugelsymmetrischen Wert besitzen muB,
wihrend das chemische Potential des Palladiums ge-
mil Gl. (19) ein Tensor gleicher Art ist wie der
Druck an der betreffenden Stelle des Systems. Die
fiir ein solches System giiltigen thermodynamischen
Gleichungen sind einfache Modifikationen der oben
wiedergegebenen Beziehungen.

Thermodynamik der Relaxationserscheinungen

Die lokale Entropieerzeugung in einem System,
auf das Gl. (10) anzuwenden ist, ergibt sich aus
dieser zusammen mit Gl. (9) und den geldufigen

Zu

'

Wie zu erwarten, treten im zweiten Glied der
rechten Seite von Gl. (30) die Divergenzen der che-
mischen Potentialtensoren O, /32" auf, statt wie
sonst die Gradienten O u,/Cx'.

Von besonderem Interesse ist die Diskussion der
letzten beiden Glieder. Es soll némlich begriindet
werden, da} das allgemeine Relaxationsverhalten des
Drucktensors bereits in dem Ausdruck > i a i
enthalten ist. Der Ausdruck (P;*— P*)Quvi/Qx*
kommt durch die offenbar unrichtige Unterscheidung
zwischen einem ,,dynamischen® Drucktensor Pj*
und dessen ,thermodynamischem® Anteil P zu-
stande, verursacht durch die bisher unvollstindige
Formulierung der Thermodynamik.

Der Ausdruck = u,* 7% 14Bt sich bekanntlich

zerlegen gemal}
2 flg g + 2 1% 7t
Fiihrt man die Reaktionsparameter &;,7:1,...,r
fir r im System ablaufende, unabhingige Reaktio-
nen ein gemiB 7,=2;, & (v, stochiometrische

Koeffizienten des Stoffs a in der Reaktion 4 mit im-
pliziten Vorzeichen, &, Reaktionsgeschwindigkeit der

~.; ¢\OoT + 5 [ Bt
TﬂS=_(zsa]ai+ f) _Eja(axk__

Tensorielle Chemische Potentiale

Bilanzgleichungen 3 fiir die innere Energie

du ov* d o
P TR F- vl 0 ho* joi + ¢*) + 2y (26)

(mit /:a"k=ﬁa 0% + 3, P*, der partiell molaren En-
thalpie des Stoffs a, dem sogenannten reduzierten
WiarmefluBvektor ¢* und der Erzeugungsdichte der
inneren Energie 71yy) , fiir die Entropie

dS avi a ( A e qi ) -
dt = =3 axi axi 2su]a T T + s (21)

(mit der Entropieerzeugungsdichte 71g), dem Aus-
druck fiir die Erzeugungsdichte der nicht-thermo-
dynamischen Energie 3

T i
nA=Pd'k*Lk—2]ulFal

Cx

(mit dem dynamischen Drucktensor, gekennzeichnet
durch den Index d, und den #uBeren Kriften F?)
und der aus der Energieerhaltung folgenden Bedin-

gung

(28)

ay+7a=0 (29)

Faz‘) s ‘“aik ﬂaik _ Pik) _ (Pdik _?EI_ .

3 B0

Reaktion 1) und beriicksichtigt ferner Gl. (19), so
resultiert ) .
— S unk = 3 4; & - P*S g, mi*.  (31)

2 A; & gibt die chemische Relaxation wieder mit
den chemischen Affinititen A; = —2'v;, [i,. Be-
kanntlich 1! 14aBt sich daraus bei durch Deformation
hervorgerufener Gleichgewichtsstorung und hin-
reichend rascher Relaxation ein Dissipations-
ausdruck fiir den kugelsymmetrischen Anteil
des ,,thermodynamischen* Drucktensors P% ableiten:
(P— Py) O[3zt (P, Gleichgewichtsdruck), zu dem
dann noch ein zweiter, nimlich der im letzten Glied
von Gl. (30) enthaltene Anteil (Pyq— P)3v/3z hir-
zukommen sollte.

Das zweite Glied in Gl. (31) wird durch das Anf-
treten tensorieller chemischer Potentiale verursacht,
fehlte also bisher in der Diskussion. Es erfalit das
Relaxationsverhalten des spurfreien ,,thermodynami-
schen® Drucktensors. Um Aussagen iiber die 7,/*
machen zu konnen, mufl man Anhaltspunkte fiir den
Relaxationsmechanismus haben. Phinomenologische
— im einfachsten Fall lineare — Ansitze fir die

7% und (58,,”:/& in Gl. (9) fiihren dann zu dynami-
schen Materialgleichungen.
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Ein einfacher Grenzfall liegt vor bei gegeniiber
der Deformationsgeschwindigkeit hinreichend rascher
Relaxation. Dann kann bei Gl. (9) d¢,%/6t=0 ge-
setzt werden. Wenn alle im System vorhandenen
Stoffe dieses Verhalten zeigen (Flussigkeit), gilt also
fir alle a

. Bl a} ;
k a
a3k o Oz*
Das letzte Glied von Gl. (31) laBt sich damit umfor-

men gemal

v Jjg
Ox* o
wobei die aus Gl. (16) folgende Beziehung 2 n, 7,

=1 benutzt ist. (Wenn der Drucktensor einen anti-

symmetrischen Anteil besitzt, 1dBt sich I;ik(avi/ oxF)

bekanntlich zerlegen in
Bi* 30/02%) , + P,k (3v//32%), ,

d. h. ein von den symmetrischen (Index s) und ein
von den antisymmetrischen Groflen (Index a) her-
rithrendes Glied.)

Zu dem Ausdruck (32) kdme dann noch gemall
Gl. (30) der fiir die scherende Deformation zustén-
dige Anteil des letzten Gliedes:

_ (ﬁdik_ﬁik) avf/aa?k

hinzu, so daB sich fiir die scherend deformierte
Fliissigkeit — wenn man von dem lefusmnsghed in

Gl. (32) absieht — insgesamt —Pd”‘(av’/ax") er-
gibe. Letzteres ist der klassische Rayleighsche Dissi-
pationsausdruck, der sich demnach, ebenso wie vor-
her das Glied mit den skalaren Faktoren, aus zwei
Anteilen zusammensetzen wiirde: einem, herrithrend
von der Relaxation des ,,thermodynamischen* Druck-
tensors, und einem, verursacht durch die Differenz
zwischen ,,dynamischem* und ,,thermodynamischem*
Drucktensor. Der Verfasser ist der Ansicht, da} es
diesen zweiten Anteil und ebenso den entsprechen-
den, (Pyq— P)Qv/dai, nicht gibt.

Weil man das Vorhandensein tensorieller chemi-
scher Potentiale in Systemen mit nicht-kugelsymme-
trischem Drucktensor iibersehen hat, mufBite die
Unterscheidung zwischen ,,dynamischem* und ,,ther-
modynamischem® Druck eingefiihrt werden. Nur so
kommt man bei unvollstindiger Beschreibung zu
einem Scherungsglied im allgemeinen Dissipations-
ausdruck. Physikalisch ist diese Unterscheidung vol-

— PRI D= Pk 0 _PESE, (32)

Tensorielle Chemische Potentiale
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lig unplausibel. Man muf} z. B. erwarten, daBl in
einer scherend deformierten Flissigkeit der innere,
d. h. thermodynamische Zustand des Systems durch
das Vorhandensein eines tensoriellen Drucks mitbe-
stimmt wird und nicht nur von einem kugelsymme-
trischen ,,thermodynamischen“ Druck abhingt. Die
Erweiterung der Thermodynamik bereinigt dies; ge-
mif} Gl. (19) gilt, wenn man die Materialgleichung
der Newtonschen Fliissigkeit hinzuzieht

ov! g’f _2 ov™ 51‘1:)
QaF = 32f 3 Oxm

/':aik = aa P°ik =-7 (
(n Scherzihigkeit).

Es wire merkwiirdig, wenn es auBerdem noch einen

Anteil, Igd"‘—Po”‘, geben sollte, der die thermodyna-
mischen Eigenschaften nicht beeinflufit.

Wenn es den Unterschied zwischen dynamischem
und thermodynamischem Druck nicht gibt, verschwin-
det also das letzte Glied in Gleichung (30). Relaxa-
tion ergibt sich damit primér aus dem Verhalten der
chemischen Potentialtensoren. Im Spezialfall des
Newtonschen Flieverhaltens ist das mit einer Kom-
pressionszahigkeit verbundene Glied auf chemische
Reaktionen zuriickzufiithren, die gegeniiber der De-
formation hinreichend rasch verlaufen. (Der Begriff
,»chemische Reaktion“ ist bekanntlich sehr weit zu
spannen; auch in einem ,Einstoff“-System gibt es
z. B. Reaktionen, wenn die Gleichgewichtsverteilung
der verschiedenen Anregungsstufen der vorhandenen
Molekiilart gestort ist.) Das mit der Scherzdhigkeit
zusammenhingende Glied ergibt sich durch die hin-
reichend rasche Relaxation der spurfreien chemi-
schen Potentialtensoren.

Schlielich sei noch der Dissipationsausdruck fiir
das vorher besprochene Beispiel — Kristallgitter mit
eingelagerter ,Fliissigkeit“ — angegeben fiir den
Fall, daB sich das Gitter ideal elastisch verhilt, wih-
rend der eingelagerte Stoff (Index 1) gegeniiber
Verformung hinreichend rasch relaxiert. Diffusion
sei nicht vorhanden. Dann gilt fiir die scherende

Deformation: — P¥* §, n, (3v'/3x*).

Auftreten eines Temperaturtensors

Der Gedankengang, der zur tensoriellen Tempera-
tur fiihrt, ist dem zur Gewinnung chemischer Poten-
tialtensoren analog. Wihrend chemische Potential-
tensoren jedoch bereits in Gleichgewichtssystemen
auftreten, ist ein Temperaturtensor nur unter extre-
men Ungleichgewichtsbedingungen denkbar. In der
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StoBfront einer ebenen StoBwelle z. B. ist ein zylin-
dersymmetrischer Temperaturtensor moglich. Vom
molekularen Standpunkt aus bedeutet tensorielle
Temperatur das Vorhandensein einer richtungsab-
hingigen Maxwellverteilung. Im genannten Beispiel
muB sich der Ubergang der mechanischen Energie in
die innere Energie zunichst in der Maxwellvertei-
lung in StoBrichtung bemerkbar machen (wobei
vorausgesetzt wird, daB diese sich hinreichend schnell
einstellt) .
In Erweiterung von Gl. (10) ist nun zu schreiben
du i 99 ik 96"
ET TR T
So wie 0¢,/%/t, Gl. (9), als Verallgemeinerung von
dn,/dt, Gl. (5), gebildet wurde, hat dies nun fir

(33)

mit T = 3 T und 7g = 75"

Aus Gl. (35) folgt analog zur Ableitung von Gl.
(17)
l;u Cy'k:g; Tik—l?a Pik+#aik . (37)

Diese Gleichung besagt, daf} die chemischen Po-

tentialtensoren alle die gleichen Hauptachsenrichtun-
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= 9. 8 : ) ~ wi QT [ Qu, ik )
T = — kg~ - 26+ g7 0% g 25 (o —F)
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00'% /6t in Verallgemeinerung von ds/dt, Gl. (27),
zu geschehen gemal}

Stk vl e R i : ;
S = Bk~ g (SR g 07) +agh

(34)
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